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СУММАТОРНЫЕ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
ДИФРАКЦИИ УПРУГИХ ВОЛН 
В ПРОСТРАНСТВЕ 
В работе рассмотрена трехмерная задача дифракции упру­
гой волны на двоякопериодической системе дефектов. Опира­
ясь на результаты, полученные в работе [1 - 3), показано, как 
свести задачу к двум парам парных сумматорнъrх уравнений 
и к паре интегрмьны.х уравнений с логарифмическими особен­
ностями в ядрах . 
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1. Квазипериодические решения системы уравнений 
теории упругости в пространстве 
Рассмотрим трехмерную задачу дифракции упругой волны 
в полупространстве, находящемся в контакте с жестким осно­
ванием. Пусть на плоскости Оху расположена двоякопериоди­
ческая система дефектов, l 1 и l2 - периоды системы дефектов 
по осям х и у соответственно. Из верхнего полупространства 
на границу раздела сред падает упругая волна uCO). Нужно 
найти волну и, отраженную вверх (см. рис. 1). 
Рис. 1. Двоякопериодическая система дефектов 
В трехмерной динамической теории упругости состояние 
упругой среды описывают вектор перемещений и и тензор 
напряжений О". Будем считать, что зависимость по времени 
гармоническая и имеет вид eiwt, где w - круговая частота 
колебаний, р - плотность упругой среды, >., µ - веществен­
ные постоянные Ламе. Будем искать комплексные амплитуды 
напряжений и перемещений в виде волн Флоке. Подставим их 
в систему уравнений Ламе (см., например, (1]). 
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Найдем собственные значения и соответствующие им соб­
ственные вектора. Получим общее решение для амruштуд вида 
Vnm = Anmh1nmei.Вinm.Z + Bnmh2nme-ifJinm.Z + Cnmhзnmei.82nm.Z+ 
+Dnтh4nme-ilhnmZ + Enmh5nmei.82nmZ + Hnm/ц;nme-ifЗ2nm.Z . 
(1) 
2. Условия на бесконечности 
В работе [1] рассмотрены энергетические характеристики 
для периодических задач теории упругости как двумерного, 
так и трехмерного случаев. 
Лемма. Для упругих волн, двигающuхс.я в направлении 
оси Oz в верхнее nолуnространство, постоянные Bnm = О, 
Dnm = О u Hnm = О. Для волн, уходящих в нижнее полупро­
странство, Anm = О, Сnт = О и Enm = О. 
Падающую волну u<0>, как и в случае задачи дифракции в 
полуплоскости [2], будем рассматривать в виде одной гармони­
ки с номером по, то. 
3. Задача дифракции упругой волны на периодиче­
ской системе дефектов в полупространстве 
Рассмотрим условия на границе сопряжения упругой среды 
с жестким основанием. Пусть на границе расположена перио­
дическая система дефектов. В качестве границы раздела сред 
будем рассматривать плоскость z = О. 
Пусть упругое полупространство (или дефект) жестко при­
креплено к твердому основанию, тогда на границе раздела сред 
ДОЛЖНЫ ВЫПОЛНЯТЬСЯ УСЛОВИЯ 
u~0> (х, у, О) + иж(х, у, О) = О, и~0> (х, у, О) + иу(х, у, О) = О, 
иi0>(х,у,О) +иz(х,у,О) =О. (2) 
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В случае, когда в области дефекта упругая среда сколь­
зит без трения вдоль границы (при этом отсутствует смещение 
вдоль оси z), условия примут вид 
а~~(х, у, О)+ O"xz(x, у, О)= О, ai~(x, у,0) + Uyz(x, у, О) =О, 
u~0>(x,y,O) +иz(х,у,О) =О. (3) 
Задача. Найти решение дифференциальных уравнений 
Ламе с граничными условиями (3) на М и (2) на N. 
Теорема 1. Если на N выполнены условия (2), а на М 
условия (3), то задача дифракции упругой волны на двояко­
nерuодической системе дефектов в полупространстве эквива­
лентна системе из двух парных сумматорных функчиональ­
Н'ЫХ уравнен:и:й 
+оо L y~~eiL1nxeiL2,..y =О, (х, у) Е N, 
n=-oom=-oo 
+оо +оо 
xgeil1noXeiL2moY + L L T~~eil1nXei~mY =о, (х, у) Е N, 
n=-oom=-oo 
+оо L y~~eiL1пxeiL2mY =О, (х, у) ЕМ, 
n=-oom=-oo 
+оо +оо 
x~eiL1noXeiL2moY + L L т~4JieiL1пXeiL2mY =о, (х, у) Е м, 
n=-oom=-oo 
(4) 
где 
~ 21rn 
L1n = li' 
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4. Переход к интегральным уравнениям 
Теорема 2. Если на N выполняютсл условия (2), на 
М - условия (3), то зада-ча дифракции упругой волны на 
дво.якопериодической системе дефектов в полупространстве 
сводится к интегральным уравнениям 
+оо +оо 
/ / р1 (х, у) L L i~1JieiL1n(x-1/J)eiL2m(Y-{)dф~+ 
N n=-oo m=-oo 
+оо +оо 
+ / / Pz(x, у) L L i~2Jieil1n(x-1/J)il2m(Y-Odф~ = 
N n=-oo m=-oo 
+оо +оо 
/ / Pi(x, у) L L j~~eil1n(x-,P)eiL2m(Y-{)dф~+ 
n=-oom=-oo N 
+оо +оо 
+ /! Р2(х,у) L L 
N n=-oom=-oo 
Решения системы интегральных уравнений (5) должны 
быть доопределены до всей области (О , l1) х (О, l2) значения­
ми Р1(х, у) =О и Р2(х, у) =О на М. Тогда можно говорить, 
что задача дифракции эквивалентна паре интегральных урав­
нений. 
Работа выполнена при ф1шансовой поддержке РФФИ (про­
ект 09-01-97009-р _ поволжье _а) . 
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ВЫЧИСЛИМЫЕ НУМЕРАЦИИ 
В ИЕРАРХИИ ЕРШОВА 
В работе рассматриваются вычислимые нумерации се­
мейств множеств из различных классов :Е; 1 иерархии Ершова. 
Пусть а Е О. Показано, что существует бесконечное семей­
ство :Е; 1 -множеств с единственной Е; 1 -вычислимой нумера­
цией. Также построено вычислимое семейство :Е; 1 -множеств 
без Е; 1 -вычислимой фридберговой нумерации. 
